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I�vadas

Matematin
eje statistikoje bei Lévy procesu� teorijoje daºnai sutinkame parametrizuo-

tus tikimybinius skirstinius ir ju� galimus ry²ius, ta£iau pasigendame ju� klasi�kavimo pagal

neapr
eºt¡ dalum¡.

Savo darbe pasinaudosime L.M. Leemis ir J.T. McQuestion straipsniu "Univariate Dis-

tribution Relationships", Amer. Stat. Ass., 2008, Vol. 62, No. 1, 45-53, kuriame yra gana

ilgas s¡ra²as statistikoje naudojamu� skirstiniu� ir lentel
e nurodanti ju� s¡ry²ius (priedas Nr. 1).

Pagal galimybes i² s¡ra²o i²skirsime neapr
eºtai dalius (ju� klas¦ ºym
esime ID) ir tuos, kurie

liks uº klas
es ID ribu�. Jeigu skirstinys bus neapr
eºtai dalus, tai pateiksmie ju� Lévy-Chin£ino,

Kolmogorovo ir ²iandien tikimybiu� teorijoje daºnai vartojam¡ kanonin¦ i²rai²k¡.

Greta ²iu� klausimu� mus domina sekantis:

tarkime ξ⃗ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) yra nepr
eºtai dalus atsitiktinis vektorius (koordinat
es gali

b	uti priklausomos), kokioms Borelio funkcijoms g(x⃗), x⃗ ∈ Rn, atsitiktinis dydis η = g(ξ⃗) yra

neapr
eºtai dalus.

I� min
eto straipsnio s¡ra²¡ nepateko tikimybiniai skirstiniai naudojami �nansu� matem-

atikoje. Pavyzdºiui, skirstiniai i² W. Schoutens knygos "Lévy Processes in Finance. Pricing

Financial Derivatives, 2003, John Wiley & Sons, Ltd." Antrame priede i² ²ios knygos pateiki-

ame neapr
eºtai daliu� skirstiniu� lentel¦ su ju� kanonin
emis i²rai²komis.

Paskutinis klausimas, kuri� nor
etume nors i² dalies paliesti yra sekantis:

tarkime tikimybinis skirstinys G(x;α, β, ..., γ) priklauso klasei ID ir τ > 0, tuomet

s¡s	uka

G∗τ (x;α, β, ..., γ)

taip pat priklauso ID. Reikia rasti parametrus α = α(τ), β = β(τ), ..., γ = γ(τ) tokius, kad

b	utu� lygyb
e

G⋆τ (x;α, β, ..., γ) = G⋆1(x;α(τ), β(τ), ..., γ(τ)),

visiems x ∈ R1.

Toliau pateiksime apibr
eºimus ir tvirtinimus reikalingus min
etu� uºdaviniu� sprendi-

mams.

ii



� 1. ID klas
e

Atsitiktintis dydis ξ b	utu� vadinamas vien¡ kart¡ daliu, jei jis gal
etu� b	uti para²ytas kaip

dvieju� nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� suma:

ξ = ξ1 + ξ2

kur ξ1 ir ξ2 atsitiktiniu� dydºiu� tikimybiniai d
esniai yra tokie patys.

Atsiktinis dydis ξ vadinamas neapr
eºtai daliu, jei kiekvienam n > 1 jis gali b	uti uºra²y-

tas kaip n nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� suma.

Neapr
eºtaus dalumo s¡lyg¡ papras£iau galima suformuluoti charakteringu�ju� funkciju�

kalba.

Jei f(t) yra atsitiktinio dydºio ξ charakteringa funkcija, tai sakome, kad ji yra vien¡

kart¡ dali jei ji gali b	uti para²yta dvieju� charakteringu� funkciju� sandauga

f(t) = f1(t)f2(t),

kur f1(t) ir f2(t) yra nei²sigimusiu� skirstiniu� charakteringos funkcijos; ir vadinama neapr
eºtai

dalia, jei kiekvienam n > 1 ji gali b	uti para²yta lygybe

f(t) = (fn(t))
n,

kai fn(t) yra visiems sumos

ξ = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn

d
emenims b	udingo d
esnio charakteringoji funkcija.

Vadinasi, f(t) yra be galo dali jei

f(t) = (f(t))1/n.

Prie² parodant, kad kai kurios charakteringosios funkcijos n
era neapr
eºtai dalios, par-

odysime, kad kai kurios ju� yra neapr
eºtai dalios.

Imkime normalinius pasiskirstymo d
esnius. Ju� charakteringoji funkcija yra tokios for-

mos:
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f(x) = exp

{
iµt− σ2

2t2

}
kur µ yra vidurkis, σ - standartinis nuokrypis.

Tuomet vienodai normaliai pasiskirs£iusiu� n d
emenu� charakteringoji funkcija:

fn(t) = (f(t))1/n = exp

{
i
µ

n
t− σ2

2n
t2
}

= exp

i
µ

n
t−

(
σ√
n

)2
2

t2


De²iniajame lygybiu� kra²te yra normalinio atsitiktinio dydºio su vidurkiu µ

n
ir standar-

tiniu nuokrypiu σ√
n
charakteringoji funkcija. Tai yra teisinga visiems n, tod
el pagal normalini�

d
esni� pasiskirst¦s atsitiktinis dydis yra neapr
eºtai dalus.

Kad pamatytume, jog ne visi atsitiktiniai dydºiai yra neapr
eºtai dal	us, uºtenka pasiºi	ur
eti

i� diskre£iuosius atsitiktinius dydºius, kurie i�gyja tik dvi skirtingas (atskiras) reik²mes, sakykime

b1 ir b2.

Kad ²is atsitiktinis dydis b	utu� neapr
eºtai dalus, jis turi b	uti bent jau vien¡ kart¡ dalus,

t.y., uºra²omas kaip dvieju� nepriklausomu� vienodai pasiskirs£iusu� atsitiktiniu� dydºiu� suma.

Tarkime, kad toks skirstinys egzistuoja. Jei atsitiktinis dydis gal
etu� i�gyti tik vien¡

reik²m¦, tai neb	utu� i�manoma gauti dvieju� reik²miu� b1 ir b2. Tarkime, kad kintamieji gali

i�gyti po dvi reik²mes, tarkim a1 ir a2. Tuomet galimos tokiu� kintamu�ju� sumos yra "a1 ir a1",

"a1 ir a2", ir "a2 ir a2". Tai neleidºia tokiu� kintamu�ju� sumai i�gyti tiksliai dvieju� reik²miu� b1

ir b2. Tod
el atsitiktinis dydis i�gyjantis dvi ir tik dvi skirtingas reik²mes negali b	uti daliu, ir

tuo labiau negali b	uti neapr
eºtai daliu.

Atsitiktinis dydis, kuris gali i�gyti tik tris skirtingas reik²mes, dalus irgi b	uti negali, bet

d
el kitokios prieºasties nei vir²uje min
eta.

Sakykime, kad atstiktinis dydis gali i�gyti tris skirtingas reik²mes b1, b2 ir b3 su tikimyb
emis

atitinkamai p1, p2 ir p3, kur p1+p2+p3 = 1. Jei ²is atsitiktinis dydis b	utu� uºra²ytas kaip dvieju�

nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�, kurie i�gyja reik²mes a1 ir a2 su atitinkamomis tikimyb
emis

p ir q, suma, tai dvieju� tokiu� kintamu�ju� sumos galimos reik²m
es b	utu� 2a1, a1+a2, 2a2. Tokios

a1 ir b1 reik²m
es, kad

2a1 = b1

a1 + a2 = b2

2a2 = b3
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gali b	uti surastos tik tada ir tik tada, kai b2 = (b1 + b3). Tarkime, kad taip ir yra.

Tuomet reik²miu� 2a1, a1 + a2 ir 2a2 tikimyb
es yra atitinkamai: p2, 2pq ir q2. S¡lygos

p2 = p1

2pq = p2

q2 = p3

gali b	uti patenkintos tik tada, kai p2 = 2(p1p3)
1
2 .

Bet kuris trireik²mis atsitiktinis dydis, kuriam tai n
era teisinga, negali b	uti daliu, juo

labiau neapr
eºtai daliu. Galima parodyti, kad bet kuris nei²sigim¦s atsitiktinis dydis su baig-

tine kitimo sritimi negali b	uti neapr
eºtai dalus. Tod
el bendru atveju, diskret	us atsitiktiniai

dydºiai negali b	uti neapr
eºtai dal	us.

Neapr
eºto dalumo s¡lygos gali b	uti ekvivalen£iai ir patogiau uºra²ytos charakteringu�

funkciju� logaritmais:

log(fn(t)) =
log(f(t))

n

Keliu� neapr
eºtai daliu� atsitikiniu� dydºiu� klasiu� pavyzdºiai:

Klas
e Charakteristin
es funkcijos f(t) logaritmas log(f(t))
n

Normalusis iµt− σ2

2
t2 iµ

n
t−

( σ√
n
)2

2
t2

Puasono λ(eit − 1) λ
n
(eit − 1)

Ko²i iµt− a|t| iµ
n
t− a

n
|t|

Neapr
eºtai daliu� d
esniu� charakteringu� funkciju� kanoniniai i²d
estymai

Neapr
eºtai dalaus atsitiktinio dydºio charakteringos funkcijos logaritmas gali b	uti uºra²y-

tas sekan£iomis formul
emis:

Lévi ir Chin£ino formul
e

logf(t) = itγ +

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
dν(x),

£ia γ ∈ R, o ν(x) yra nemaº
ejanti apr
eºta funkcija tenkinanti s¡lyg¡ ν(−∞) = 0.

Pointegralin
e funkcija d
el tolydumo apibr
eºta visiems x = 0, ir lygi −(t2/2).

Pastaba: Jei ν(x) n
era apr
eºta nemaº
ejanti funkcija, bet yra baigtin
es variacijos funkcija,

tai ²ia forma apibr
eºta charakteringa funkcija f(t) n
era neapr
eºtai dali.
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Lévi formul
e

logf(t) = itb− σ2

2
t2 +

∫ ∞

−∞

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dM(u) +

+

∫ ∞

−∞

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dN(u),

£ia M(u), N(u) ir σ2 tenkina sekan£ias s¡lygas:

i M(u) ir N(u) yra nemaº
ejan£ios kiekviename i² intervalu� (−∞, 0), (0,+∞).

ii M(−∞) = N(+∞) = 0

iii Integralai
∫ 0

−ϵ
u2dM(u) ir

∫ ϵ

0
u2dN(u) yra baigtiniai kiekvienam ϵ > 0.

iv Konsanta σ2 yra reali ir neneigiama.

Kolmogorovo formul
e

logf(t) = itc+

∫ ∞

−∞
(eitx − 1− itx)

dK(x)

x2
,

£ia c ∈ R, o K(u) yra nemaº
ejanti baigtin
es variacijos funkcija tenkinanti s¡lyg¡

K(−∞) = 0.

Uºra²ymas ²iomis kaonin
emis formomis yra vienintelis, ir yra galimas tada ir tik tada,

kai funkcija f(t) yra neapr
eºtai dalaus atsitiktinio dydºio charakteringoji funkcija [2].

Kanoniniu� i²d
estymu� lentel¦ pateikiame antrame priede.

Teorema 1. Tarkime f(t) yra be galo dali charakteringa funkcija, kuri¡ galima

i²skaidyti i� dvi be galo dalias komponentes f(t) = f1(t)f2(t). Tuomet f(t) ir f1(t) apibr
eºia

funkcij¡ f2(t) vienareik²mi²kai.

�i teorema, pateikta [2] (122 psl.), kad charakteringu� funkciju� sandaugai galioja pras-

tinimo veiksmas analogi²kas skai£iu� sandaugu� prastinimo veiksmui tuomet, jei tik prastiname

i² be galo dalios komponent
es.

I�domu, kad tai n
era vienintelis galimas b	udas be galo dali¡ charaktering¡ funkcij¡

i²skaidyti i� komponentes: be galo dalios charakteringos funkcijos gali tur
eti daugiklius, kurie

patys n
era be galo dalios funkcijos.
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Pavyzdys Tarkime a ir b yra du teigiami real	us skai£iai, ir v = a+ ib. Tuomet galima

parodyti, kad funkcija

f(t) =
[1 + (it/v)][1 + (it/v)]

[1− (it/a)][1− (it/v)][1− (it/v)]

yra charakteringoji funkcija (⋆) jeigu

b > 2a
√
a

Tuomet f(−t) taip pat yra charakteringa funkcija, kaip ir

g(t) = f(t)f(−t) = |f(t)|2 = 1

1 + (t2/a2)
.

Ta£iau pagal [2] knygos 8.4.1 teorem¡, f(t), o tuo pa£iu ir f(−t) n
era be galo dalios.

(⋆) Tam parodyti reikia skleisti f(t) i� dalines trupmenas ir suskai£iuoti 1
2π

∫∞
−∞ e−itxf(t)dt

integruojant skleidini� panariui. Nesunku parodyti, kad gaunamas rei²kinys neneigiamas jei

lygyb
e b > 2a
√
a yra tenkinama.

Tai, kad neapr
eºtai dalus d
esnis gali tur
eti neskaidºi¡ komponent
e, ir skaidinys i²laiko

²i¡ savyb¦ kiekvienam n ∈ N, pavyko parodyti konkre£iu atveju.

Teorema. Charaktering¡ funkcij¡ f(t) = exp

{∑∞
m=1

q
2m−1

(
q
p

)2m−1 (
eit(2m−1) − 1

)}
kiekvienam n ∈ N galime i²skaidyti i� sandaug¡ charakteringu� funkciju� g1(t) = p + qeit ir

g2(t) = exp

{∑∞
m=1

1
2m

(
q
p

)2m
(e2itm − 1)

}
, kuriu� viena yra neskaidi, o kita yra neapr
eºtai

dali:

f
1
n (t) = g

1
n
1 (t) · g

1
n
2 (t), n ∈ N

▽

I² teoremos s¡lygos seka, kad

f
1
n (t) = exp

{
1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1 (
eit(2m−1) − 1

)}
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g
1
n
1 (t) =

(
p+ qeit

) 1
n

g
1
n
2 (t) = exp

{
1

n

∞∑
m=1

1

2m

(
qn
pn

)2m (
e2itm − 1

)}
;

Tarkime, kad egzistuoja tokia gn(t) := pn + qne
it, pn + qn ≡ 1, pn > 0, qn > 0 kad

g
1
n
1 (t) ≡

t
gn(t),

ir tokia g2n(t) := exp
{∑∞

m=1
am(n)
m

(eitm − 1)
}
, am(n) > 0, kad ²ios funkcijos tenkina

s¡ry²i�:

f
1
n (t) ≡

t
gn(t) · g2n(t).

Tuomet ²i� s¡ry²i� galime uºsira²yti taip:

exp

{
1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1 (
eit(2m−1) − 1

)}
≡
(
pn + qne

it
)
· exp

{
∞∑

m=1

am(n)

m

(
eitm − 1

)}

I²logaritmav¦ turime:

1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1 (
eit(2m−1) − 1

)
≡ ln

(
pn + qne

it
)
+

∞∑
m=1

am(n)

m

(
eitm − 1

)
I²skleidºiame logaritm¡ eilute:

ln
(
pn + qne

it
)
= ln pn + ln

(
1 +

qn
pn

eit
)

= ln pn +
∞∑

m=1

(−1)m−1

m

(
qn
pn

)m

eitm

I�sistat¦ gaut¡ rei²kini� atgal i� tapatyb¦ turime:

1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1 (
eit(2m−1) − 1

)
≡ ln pn+

∞∑
m=1

(−1)m−1

m

(
qn
pn

)m

eitm+
∞∑

m=1

am(n)

m

(
eitm − 1

)
Surink¦ laisvuosius narius, narius prie lyginiu� sumos nariu�, ir narius prie nelyginiu�

sumos nariu�, sudarome sistem¡:


1
n

∑∞
m=1

1
2m−1

(
q
p

)2m−1

=
∑∞

m=1
am(n)
m

+ ln pn

a2m(n) =
(

qn
pn

)2m
a2m−1(n) = 1

n

(
q
p

)2m−1

−
(

qn
pn

)2m−1
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�ios sistemos pirmos lygties nari�
∑∞

m=1
am(n)
m

uºsira²¦ kaip lyginiu� bei nelyginiu� nariu� sumu�

sum¡
∑∞

m=1
a2m(n)
2m

(
qn
pn

)2m
+
∑∞

m=1
a2m−1(n)
2m−1

(
qn
pn

)2m−1

, ir vietoje ²ioje sumoje gautu� nariu�

a2m(n) bei a2m−1(n) i�sistat¦ ju� i²rai²kas i² lyg£iu� sistemos antros ir tre£ios lyg£iu�, turime:

1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1

≡
n

∞∑
m=1

1

2m

(
qn
pn

)2m

+
∞∑

m=1

1

2m− 1

(
1

n

(
q

p

)2m−1

−
(
qn
pn

)2m−1
)
+ln pn

Atliekame skai£iavimus:

1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1

≡
n

∞∑
m=1

1

2m

(
qn
pn

)2m

+
1

n

∞∑
m=1

1

2m− 1

(
q

p

)2m−1

−
∞∑

m=1

1

2m− 1

(
qn
pn

)2m−1

+ln pn

suprastiname vienodus narius skirtingose lygyb
es pus
ese,

0 ≡
n

∞∑
m=1

1

2m

(
qn
pn

)2m

−
∞∑

m=1

1

2m− 1

(
qn
pn

)2m−1

+ ln pn

minuso ºenkl¡ prie² nari� i�sikeliame po sumos ºenklu,

0 ≡
n

∞∑
m=1

1

2m

(
qn
pn

)2m

+
∞∑

m=1

−1

2m− 1

(
qn
pn

)2m−1

+ ln pn

apjungiame dvi sumas i� vien¡,

0 ≡
n

∞∑
m=1

(−1)m−1

m

(
qn
pn

)m

+ ln pn

pritaikome logaritmo ln(1 + x) eilut¦, kai −1 < x 6 1,

0 ≡
n
ln

(
1 +

qn
pn

)
+ ln pn

0 ≡
n
ln

(
pn + qn

pn

)
+ ln pn.

panaudojame teoremos s¡lyg¡ pn + qn = 1,

0 ≡
n
ln

(
1

pn

)
+ ln pn

pritaik¦ logaritmo savyb¦ gauname, kad galioja tapatyb
e:
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0 ≡
n
−lnpn + lnpn,

kuri ir i�rodo fakt¡.

Kai am(n) > 0, 0 < pn < 1, 0 < qn < 1, kiekvienam n ∈ N turime charakteringos

funkcijos f(t) netrivialu� i²skaidym¡ i� neapr
eºtai dali¡ ir nedali¡ komponent¦.

△
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Priedas 1

Priedas 2

Papildomi d
esniai i² Wim Schoutens �Lévy Processes in Finance"

logf(t) = iγu− 1

2
σ2t2 +

∫ ∞

−∞

(
eitx − 1− itx1{|x|<1}

)
ν(dx),

£ia σ2 = 0 visais atvejais i²skyrus Gauso d
esnio atveji�, kai σ lygi dispersijai.

Keliu� d
esniu� (3, 8, 13, 14) kaoniniu� i²d
estymu� nepateikta, nes ju� nebuvo leidinyje [2].

Keliu� d
esniu� (7, 15, 16) kanoniuose i²d
estymuose nenurodyta konstanta γ, nes ji nebuvo

nurodyta leidinyje [2].

1. Puasono d
esnis ξ ∼ Poisson(λ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
λ(eit − 1)

}
, λ > 0

• Levi-Chin£ino forma

γ = λ/2; [2] knygoje: γ = 0

ν(x) = (λ/2) ∈ (x− 1); [2] knygoje: ν(x) = λδ(1)

• Levi forma

b = λ/2

σ = 0

M(u) = 0, kai u < 0

N(u) = λ ∈ (u− 1), kai u > 0

• Kolmogorovo forma

c = λ

K(x) = λ ∈ (x− 1)

2. Gama d
esnis ξ ∼ Gamma(λ, θ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = (1− it/θ)−λ, θ > 0, λ > 0

• Levi-Chin£ino forma
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γ = λ
∫∞
0

e−θy

1+y2
dy; [2] knygoje pateikta: γ = a(1−e−b)

b
, a = λ, b = θ

ν(x) =

 0, x < 0

λ
∫ x

0
ye−θy

1+y2
dy, x > 0

; [2] knygoje pateikta: ν(dx) = aexp(−bx)x−11(x>0)dx

• Levi forma

b = λ
∫∞
0

e−θy

1+y2
dy

σ = 0

M(u) = 0, kai u < 0

N(u) = −λ
∫∞
u

e−θx

x
dx, kai u > 0

• Kolmogorovo forma

c = λ/θ

K(x) =

 0, x < 0

λ
∫ x

0
ye−θydy, x > 0

3. Eksponentinis d
esnis ξ ∼ Exp(λ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = (1− it
λ
)−1

4. D
esnis ξ ∼ IG(a, b)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
−a(

√
−2it+ b2 − b)

}
• Levi-Chin£ino forma

γ = (a/b)(2N(b)− 1)

ν(x) = (2π)−1/2ax−3/2e
−b2x

2 1(x>0)dx

5. D
esnis ξ ∼ GIG(λ, a, b)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = K−1
λ (ab)

(
1− 2it

b2

)λ
2 Kλ(ab

√
1− 2it

b2
)

• Levi-Chin£ino forma

γ =
∫ 1

0
exp

(
−1

2
b2x
)
×
(∫∞

0
exp(−xz)

π2z(J2
|λ|(a

√
2z)+N2

|λ|(a
√
2z))

dz +max{0, λ}
)
dx

xii



ν(x) = x−1exp
(
−1

2
b2x
)
×
(∫∞

0
exp(−xz)

π2z(J2
|λ|(a

√
2z)+N2

|λ|(a
√
2z))

dz +max{0, λ}
)
1(x>0)dx

6. D
esnis ξ ∼ TS(κ, a, b)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
ab− a(b1/κ − 2it)κ

}
• Levi-Chin£ino forma

γ = a2κ κ
Γ(1−κ)

∫ 1

0
x−κexp(−1

2
b1κ)

ν(x) = a2κ κ
Γ(1−κ)

x−κ−1exp
(
−1

2
b1/κx

)
1(x>0)dx

7. Gauso d
esnis ξ ∼ Normal(µ, σ2)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
itµ− σ2t2

2

}
• Levi-Chin£ino forma

γ = 0

ν(x) =?

8. D
esnis ξ ∼ V G(σ, ν, θ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(
1− itθν + σ2νt2

2

)−1/ν

9. D
esnis ξ ∼ V G(C,G,M)

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(

GM
GM+(M−G)it+t2

)C
• Levi-Chin£ino forma

γ = C(MG)−1
(
G
(
e−M − 1

)
−M

(
e−G − 1

))
ν(x) = C|x|−1(eGx1x<0 + e−Mx1x>0)dx

xiii



10. D
esnis ξ ∼ NIG(α, β, δ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
−δ
(√

α2 − (β + it)2 −
√

α2 − β2
)}

• Levi-Chin£ino forma

γ = 2δα
π

∫ 1

0
sinh(βx)K1(αx)dx

ν(x) = δαπ−1|x|−1eβxK1(α|x|)dx

11. D
esnis ξ ∼ CGMY (C,G,M, Y )

• Charakteringoji funkcija

f(t) = exp
{
CΓ(−Y )((M − it)Y −MY + (G+ it)Y −GY )

}
• Levi-Chin£ino forma

γ = C
(∫ 1

0

(
e−Mx − e−Gx

)
x−Y dx

)
ν(x) = C|x|−1−Y

(
eGx1(x<0) + e−Mx1(x>0)

)
dx

12. D
esnis ξ ∼ Meixner(α, β, δ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(
cos(β

2
)/cosh

(
αt−iβ

2

))2δ
• Levi-Chin£ino forma

γ = αδtan(β/2)− 2δ
∫∞
1

sinh(βx/α)
sinh(πx/α)

dx

ν(x) = δx−1eβx/αsinh−1(πx/α)dx

13. D
esnis ξ ∼ GZ(α, β1, β2, δ)

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(

B(β1−iαt/2π,β2−iαt/2π)
B(β1,β2)

)2δ

14. D
esnis ξ ∼ HY P (α, β, δ)

• Charakteringoji funkcija
xiv



f(t) =
(

α2−β2

α2−(β+it)2

)1/2 K1(δ
√

α2−(β+it)2)

K1(δ
√

α2−β2)

15. D
esnis ξ ∼ GH(λ, α, β, δ), λ > 0

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(

α2−β2

α2−(β+it)2

)λ/2 Kλ(δ
√

α2−(β+it)2)

Kλ(δ
√

α2−β2)

• Levi-Chin£ino forma

γ =?

ν(x) = eβx

|x|

(∫∞
0

e−|x|
√

2y+α2

π2y(J2
λ(δ

√
2y+N2

λ(δ
√
2y))

dy + λe−α|x|
)

16. D
esnis ξ ∼ GH(λ, α, β, δ), λ < 0

• Charakteringoji funkcija

f(t) =
(

α2−β2

α2−(β+it)2

)λ/2 Kλ(δ
√

α2−(β+it)2)

Kλ(δ
√

α2−β2)

• Levi-Chin£ino forma

γ =?

ν(x) = eβx

|x|

∫∞
0

e−|x|
√

2y+α2

π2y(J2
−λ(δ

√
2y+N2

−λ(δ
√
2y))

dy

xv
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